FUNCIONES HOMOGENEAS

Definicion

Si la funcién z=f(x,y) es tal que para toda constante A se cumple:
f(Ax, y)=A"f(x,y),

decimos que z es homogénea de grado “n”.

2 o2
Ejemplo 1: z :f(x,y):XtL?)y
X' +y
2 _ 2
s g) = P+ 05)09) ()

(x)’ + (ry)’

2

Vx? +Mxy - A’y
}\.3X3 +}\‘3y3

f(Ax,1y) =

22 (x2 4+ o2
f(Ax,Ay) = (ﬁ Y )
(x"+y7)

S xP+xy-y?
f(XX,ky)zkl(sxy Y J
X +y

f(Ax,1y) = 1" f(x,y)

Como la funcién z =f(x,y) cumple la definicion, decimos que z

es homogénea de grado —1.
Ejemplo 2: Q-=f(k,L)=Ak"L’
f(Ak,AL) = A (Ak)* (AL)"
f(Ak,AL) = A(A* k*)(\" L)
f(Ak,AL) = A*P(AKk* L")
f(Ak,AL) = A**f(k, L)

Como la funcion Q =f(k,L) cumple la definicién, decimos que z

es homogénea de grado o+ .
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Ejemplo 3: Verificar que la funciéon:

z=1(x,y)= 7x3ylr{x+yJ ~5x°y* +3y*e’

es homogénea de grado 4.

Resolucién

£(0x, \y) = T(x)° (ky)ln( iX hl iy J ~50%)2(\y)? + 3(Ly)* e
y

Mx+y)
Mx—y)

f(Ax, y) = 7(\°x° )(Ky)ln( J -5(°x*)(A’y?)+3(Aty* )eg

f(Ax, Ay) = 77\,4x3y1n[x+yj —5Mx2y? + 31yt e?

f(Ax, y)=A* {7X3y1n(x+yj -5x*y? +3y* ey}
X-y

f(Ax,Ly) = 1* f(x,y)

Como la funcion z =f(x,y) cumple la definicién, decimos que 2z

es homogénea de grado 4.

Propiedad

Si z=1(xX,y) es una funcion homogénea de grado “n”, dicha funcion se puede

expresar como.
z=f(x,y)=x" g(y]
X

X

z =f(x,y)=y“h(J
y

Ejemplo 4: z={(x,y)=5%x"y -4xy’ +2y°

({9

Aplicando la definicion se puede verificar que “z” es
homogénea de grado 3.

Caso 1: Factorizando x° tenemos:
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2 3
z=x3[5y—4y+2ys}
X

X x?2

e[ AL) A]

Si bien la expresion dentro del corchete depende de “x” e

[{a—))

y”, ella se puede considerar como una funcion que

depende de la fraccion y , por lo que podemos escribir:
X

)
X

Caso 2: Factorizando y° tenemos:

B 2
z=y*|5% 4% 42
vy oy

B 2
SUORHE

Si bien la expresion dentro del corchete depende de “x” e

[{a))

y”, ella se puede considerar como una funciéon que

depende de la fraccion = , por lo que podemos escribir:
y

el
y

Ejemplo 5: Demostrar que la funcion z = f(x,y)=x" g[yj es homogénea de
X
grado “n”.
Resoluciéon

Tenemos: f(x,y)=x" g(yj
X

Aplicando la definicion:

£0x, 1) = (Ax)" g@]

f(Ax,Ay) = A"x" g(y}

X
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f(Ax, L y) = 1" f(x,y)

Luego, z =f(X,y) es homogénea de grado “n”.

Primer Teorema de Euler

Si z =f(x,y) es una funciéon homogénea de grado “n” y sus derivadas parciales

de primer orden existen, entonces:

0z 0z
X—+4y—=nz

ox "0y

Demostracion 1

Si z=1(x,y) es una funcion homogénea de grado “n”, ella se puede escribir

o
X

z=x"g(x'y) .. ()

como:

“.

De (I) derivamos con respecto a “x”:

Aplicamos la regla del producto

SZ — [nx"gxy)+ x"[g' (x y) (- x 2y
X

Z nxglcty)-x y g (x )

[5);4

Multiplicamos por “x”:

oz n _ n- Ve
x— =nx"glx y)-x"yg'(xy) . (1)

@ o9,

De (I) derivamos con respecto a “y”:

fj; —xo[g(x y).(x )]

0z n-1 _1fo, -1
— =X g'(x"y)
oy

@,

Multiplicamos por “y”:
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oz n-1 -1
y—=x"yg'(x"y) ... (1)
oy

Sumando (II) + (III):

0z 0z n g e o n- T
Xy =nx"gxy)-x"yg'xy)+x"yg'(x"y)
x © 0y
xZ 1y _nxe (x'y)
P y@y gxX 'y
De (I): z=x"g(x'y)
Luego,
6z 0z
—+y—=nz
8X oy

Con lo que queda demostrado el primer teorema de Euler.

Demostracion 2

Si z=1(x,y) es una funcion homogénea de grado “n” se debe cumplir la

definicioén, es decir: f(Ax,Ay)=A" f(x,y)
Hacemos U=Ax (]
V=>1y ... (ID)
Tenemos: f(U,V)=\"(x,y)

Derivaremos esta igualdad con respecto a A. En el primer miembro
aplicamos la regla de la cadena y en el segundo miembro la derivacion
es directa.

of 6U of oV _

A f (I
U an v an x,3) ()

De (I): Z—[; =x y de (II): Z—Z =y, reemplazando en (III):

of of

el xn 1 f
Uty Y (X,¥)
of X+ of y=nA"f(x,y)
o(Ax) o(Ay)
Ty 2 niy)
*a0x) Y a0y)
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Si hacemos que A tome el valor 1, es decir A=1:

of of
Xx—+y— =nf(x,y)
ox ~ 0y

Y dado que z =f(x,y):

0z 0z
X—+y—=n2z
ox oy

Con lo que queda demostrado el primer teorema de Euler.

Segundo Teorema de Euler

Si z =f(x,y) es una funciéon homogénea de grado “n” y sus derivadas parciales

de primer orden existen, entonces:

2 2 2
0 §+2xy 0z +y? 0 f:n.(n—l)z

X

Demostracion 1

Si z=1(x,y) es una funciéon homogénea de grado “n” se debe cumplir el

. . 0z 0z
primer teorema de Euler, es decir: Xa—+y— =nz.
X

oy

Por comodidad escribiremos el Teorema en la forma:

Xz, +yz, =nz oo (a)

Derivamos (o) con respecto a “x”

Dz, +x(2,4)+y(z,,) =02,

Xz, +y2, =Nz -2,

Xz, +yz,, =n-1)z,

Multiplicamos por “x ” esta ultima igualdad:

x’ z,+xXyz, =n-1)xz, .- (B)
Derivamos (o)) con respecto a “y”

X(z,,)+)z, +y(z,)=nz,

Xz, +tyz, =Nz, -z,
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Xz, +tyz, =(n-1)z,
Multiplicamos por “y ” esta ultima igualdad:
xyz,, +y’z, =(n-1)yz, .. (0)
Sumamos () y (0):
Xz, +Xyz, +xXy2,,+y’z,=(n-1)xz, +n-1)yz,
x*z, +2xyz, +y’ 2z, :(n—l)[xzx +yzy]
De (a), la expresion en el corchete corresponde a “nz”
x’z, +2xyz,, +y’z, =(n-1)[nz]
X’z +2xyz, +y’z,=n(n-1)z
Es decir,
0’z 0°z , 0°

+2 +y Z—n.(n—l)z

X -
ox? Y Ox0y oy’

Con lo que queda demostrado el segundo teorema de Euler.

Demostracion 2

Si z=1(x,y) es una funcion homogénea de grado “n”, ella se puede escribir

o
X

z=x"g(x'y) e ()

como:

De (I) derivamos con respecto a “x”:

Aplicamos la regla del producto

z, =[nx""Jgx y) +x7[g (x My) - x )

z, =nx""gxy)-x""yg'(x"y)
Derivamos z, con respecto a “x”

2, =[nMm-1)x"2]gxy)+nx"" o' (x 'y). (- x 2y )]~ [n-2x"*ylg (x y) - x" 2y [g " (x y) (- x 2y )]
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z, =nn-1)x"?gxy)-nx""yg'(xy) - (n - 2)x"Cy.g'(xy)+x"'y’ g" (xy)
Multiplicamos por “x2”:

x’z, =nn-1)x"gx'y)-nx"yg'(x'y)-(n-2x"yg'(xy)+ X"y’ g" (xy)

x’z, =nn-1)x"g(x'y)-(2n-2)x"yg'(x'y) +x"*y*g" (xy) .. (I)

({2

Derivamos z_con respecto a “y
z,, =nx" [g'(x y)(x ) - [k e (x ) - xRy [g (k) (x )]
2, =nx" g (xy) - xR g (xy) - X"y g ()

Multiplicamos por “2xy”:

2xyz,, =2nx"'yg'(x'y)-2x"y.g'(x'y) - 2x" "y g (x'y)

n-2_.2

2xyz,, =(2n-2)x"yg'(x'y)-2x" "y’ g"'(x'y) ... (1)
De (I) derivamos con respecto a “y”:

z, = X“[g'(x’ly).(x’l)]

z, =x""g'(x"y)

()

Derivamos z, con respecto a “y
z, =x"" [g"(x'ly).(x‘1 )]
z,, =x""g"(x"y)
Multiplicamos por “y2”:
yiz,, =x"’y’g"(xy) .. (IV)
Sumando (II), (III) y (IV):
X’z + 2xyz,, + y° z,= nn-1)x"gx'y)-2n-2)x""yg'(x'y)+x"?y*g"(xy)
+(n-2)x"yg'(x y)-2x"y  g"'(x 'y)
+x"y’ g"(xy)
x*z, +2xyz,  +y’z, =nn-1)x"gx'y)

Xz, +2xyz,  +y’z, =nn-1)z

Con lo que queda demostrado el segundo teorema de Euler.
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