ANALISIS DE UNA FUNCION

Pregunta 1

En los siguientes ejercicios, halle dominio, intervalos de crecimiento y
decrecimiento, maximos y minimos relativos:

a. f(x)=2x°-3x>-12x-9
b, f(x)=-—
Inx
c. fx)=(x-1)¥x>
d. fx)=e*+4e™™

Resolucion

la. f(x)=2x°-3x">-12x-9

Dominio: f es una funcion polinoémica, por tanto esta definida para
todo valor real de “x”.

Dom f: xeR

Primera derivada: f'(x)=6x"-6x-12

Si x =a pertenece al Dominio de una funcién f(x), decimos que x=a es

un valor critico para f si
f'(a)=0 o f'(a) = No existe

Si x =a es un valor critico para f, el punto (a,f(a)) es un punto critico

para f. En un punto critico, puede haber un maximo relativo, un
minimo relativo o ninguno de ellos.

Planteamos:
i f'(x)=0 6x° -6x-12=0
x*-x-2=0
De donde: x,=2; x,=-1
ii) f'(x)=NE 6x° -6x-12=NE

f'(x) existe para todo x € R
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Tenemos dos valores criticos: X, =2; x,=-1
Con x, =2: f(2)=2(2)°-3(2)° -12(2)-9
f(2)=-29
(2,-29) Punto critico
Con x, =-1: f(-1)=2(-1)° - 3(-1)> -12(-1)-9
f(-1)=-2
(-1,-2) Punto critico

Llevamos los valores criticos a la recta real y analizamos los signos de
f'(x) en cada uno de los intervalos formados.

Signos de f' (X) Positivo Negativo Positivo

X — 00 -1 2 + o

Si f'(x) >0 en un intervalo I, decimos que f es creciente en dicho

intervalo.

Si f'(x)<0 en un intervalo I, decimos que f es decreciente en

dicho intervalo.

Intervalos de crecimiento: |=o0,=1[U]2,+ 0]

Intervalos de decrecimiento: 1-1,2]
Al pasar por x, =-1 la funcion pasa de creciente a decreciente, luego en
x, = -1 tenemos un maximo relativo.

f .. =f-1)=-2 Mdximo relativo para f

Al pasar por x, =2 la funciéon pasa de decreciente a creciente, luego en

X, =2 tenemos un minimo relativo.

f .. =f(2)=-29 Minimo relativo para f
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X

Dominio: Debido al logaritmo natural: x>0

Debido al denominador: Inx =0

x#1
Dom f: xe]0,+o[-{1}
(l)lnx—x(lj
Primera derivada: f'(x)= —2X
(Inx)
Inx-1
fl(x)= 2X"21
(x) (Inx)?
Planteamos:
Inx-1
i) f'(x)=0 AT
) £'(x) )
Inx-1=0
Inx=1
De donde: X, =€
ii) f'(x) = NE lnxi_zlzNE
(Inx)
Inx=0
x=1 x=1 ¢ Dom f

Tenemos un valor critico: x, =€

Con x, =e: f(e)=i
Ine

fle)=e

(e,e) Punto critico
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Llevamos este valor critico a la recta real y analizamos los signos de
f'(x) en cada uno de los intervalos formados.

Signos de f'(x) Negativo Positivo

X 0 € + 00
Intervalo de crecimiento: le,+ o
Intervalos de decrecimiento: 10,e[

Al pasar por x, =e la funciéon pasa de decreciente a creciente, luego en

X, = e tenemos un minimo relativo.

f .. =f(e)=e Minimo relativo para f

le. f(x)=x-13x>

2

f(x)=(x—1)x3

5 2

f(x) =x3 -x3

Dominio: La funcion esta definida para todo valor real de “x”.
Dom f: x e R
5 2 o 1
Primera derivada: f'(x)= 3 x?% - gx 3
[ 2
f'(x):l 5x3 —%
3
L x?°
f! (X) _ l SX 1— 2
3 1
L x°
Planteamos:
i) f'(x)=0 LIsx=21_,
3 1
X3
5x-2=0
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ii) f'(x)= NE 1{5X12]—NE
3 =
X3
1
x® =0
x,=0
Tenemos dos valores criticos: X, = g , X, =0
5 2
Conxlzg: fg (2] (2]
5 5 5 5
f(Qj =-0.32
5

(g ,—0.32) Punto critico

Con x, =0: f(0)=(0)s —(0)s

(0,0) Punto critico

Llevamos estos valores criticos a la recta real y analizamos los signos de
f'(x) en cada uno de los intervalos formados.

Signos de ' (x) Positivo Negativo Positivo
X — o0 0 2/5 + o0
Intervalos de crecimiento: ]—0,0[U]2/5,+ x|
Intervalos de decrecimiento: 10,2/5]
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le.

Al pasar por x, =0 la funcion pasa de creciente a decreciente, luego en

x, =0 tenemos un maximo relativo.
f .. =f0)=0 Mdximo relativo para f

Al pasar por x, =2/5 la funciéon pasa de decreciente a creciente, luego

en x, =2/5 tenemos un minimo relativo.
f . =1f2/5)=-0.32 Minimo relativo para f
f(x)=e* +4e™™
Dominio: La funcion esta definida para todo valor real de “x”.
Dom f: x e R
Primera derivada: f'(x)=e™ +4e™(-1)
f'(x)=e*-4e™

f'(x)=e* -
€

2xX
f,(X):e X—4'
Planteamos:
2x_
i) f'(x)=0 © % o
e
e”*-4=0
e*™ =4
2x =1n4
_In2?
2
_2In2
2
x, =In2
2X_
ii) f'(x)= NE % _NE
e

Dado que e* >0, f'(x) existe para todo x € R
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Tenemos un valor critico: x, =In2
Con x, =1ln2: f(In2)=e"* +4e?
f(ln2)=e" + 4e?’
f(ln2)=2+4(2")
fln2)=4
(In2,4) Punto critico

Llevamos este valor critico a la recta real y analizamos los signos de
f'(x) en cada uno de los intervalos formados.

Signos de f' (x) Negativo Positivo

X —® In2 + 0
Intervalo de crecimiento: |In2,+ o]
Intervalos de decrecimiento: 10,In2]

Al pasar por x, =In2 la funcion pasa de decreciente a creciente, luego

en x, =1n2 tenemos un minimo relativo.

f..=fln2)=4 Minimo relativo para f
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Pregunta 2

Halle los extremos absolutos de la funcion dada en el intervalo indicado:

a. f(x)=x®-9x*+15x+3, xe[-2,6]
b. f(x)=x++J1-x, xe[-3,1]
c. fx)=xIn’x, xele?,e]

Resolucion

Si f es continua sobre un intervalo cerrado [a,b] entonces f

alcanza un valor maximo y un valor minimo absoluto en dicho
intervalo.

Para determinar los extremos absolutos de una funcion, proceda como en el
ejercicio 1 y encuentre los extremos relativos. Luego debemos comparar los
valores que adopta la funciéon en los valores criticos (extremos relativos) con
los que adopta la funcién en los extremos cerrados del intervalo. El mayor
valor obtenido sera el maximo absoluto y el menor valor obtenido sera el
minimo absoluto.

2a. f(x)=x°-9x*+15x+3, X €[-2,6]
Dominio: X € [-2,6]

Primera derivada: f'(x)=3x>-18x+15

Planteamos:
i f'(x)=0 3x*-18x+15=0
x*-6x+5=0
De donde: x,=1; x,=5
ii) f'(x)=NE x’ -6x+5=NE
f'(x) existe para todo x € Dom f
Tenemos dos valores criticos: x,=1;%x,=5

Con x, =1: f(1)=(1)> -9(1) +15(1)+3
f(1)=10

(1,10) Punto critico
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Con x, =5: f(5)=(5)°-9(5) +15(5)+3
£(5) =22
(5,—22) Punto critico

Llevamos los valores criticos a la recta real y analizamos los signos de
f'(x) en cada uno de los intervalos formados.

Signos de f'(x) Positivo Negativo Positivo
X -2 1 ) 6

Al pasar por x, =1 la funcion pasa de creciente a decreciente, luego en

x, =1 tenemos un maximo relativo.
f .. =f1)=10 Mdximo relativo para f

Al pasar por x, =5 la funciéon pasa de decreciente a creciente, luego en

X, =5 tenemos un minimo relativo.

f .. =£f(5)=-22 Minimo relativo para f

min

Compararemos los extremos relativos f(1)=10 y f(5)=-22 con los valores que

adopta la funcion en los extremos cerrados del intervalo f(-2) y f(6). El mayor

valor obtenido sera el maximo absoluto y el menor valor obtenido sera el
minimo absoluto.

2b.

x | f(x) | Conclusién
-2 | =71 | Minimo absoluto

1 10 | Maximo absoluto

5 -22

6 -15

f(x)=x++1-x, xe[-3,1]
Dominio: xe[-3,1]

1
Primera derivada: f'(x)=1+ ; 1-x)2(-1)

241-x -1

TN
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Planteamos:

NPT 241-x-1
i f'(x)=0 72\/; =0

291-x-1=0

De donde: x,=3/4

241-x -1

ii) f'(x)=NE ﬁzNE
2J1-x=0
De donde: x, =1
Tenemos dos valores criticos: x,=3/4;x,=1

Con x,=3/4: f(3/4)=(3/4)+.1-(3/4)
f(3/4)=5/4
(3/4,5/4) Punto critico
Con x, =1: f(1) = (1) +1-(1)
f(1)=1
(1,1)  Punto critico

Llevamos los valores criticos a la recta real y analizamos los signos de
f'(x) en cada uno de los intervalos formados.

Signos de f'(x) Positivo Negativo
X -3 3/4 1

Al pasar por x, =3/4 la funcion pasa de creciente a decreciente, luego

en x, =3 /4 tenemos un maximo relativo.
f ..=1(3/4)=5/4 Mdximo relativo para f

Notese que en x, =1 no se presenta un extremo relativo.
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Compararemos el extremo relativo f(3/4)=5/4 con los valores que adopta la
funcion en los extremos cerrados del intervalo f(-3) y f(1). El mayor valor

obtenido sera el maximo absoluto y el menor valor obtenido sera el minimo
absoluto.

x | f(x) | Conclusién
-3 -1 | Minimo absoluto
3/4 | 5/4 | Mdaximo absoluto
1 1
2c. f(x)=xIn’x, xe[e?,e]
Dominio: xele?,e]

Primera derivada: f'(x)=(1)ln’ x +x {2 Inx (lﬂ
X

f'(x)=Inx(Inx +2)

Planteamos:
i) f'(x)=0 f'x)=Inx(lnx+2)=0
Inx=0v Inx=-2
De donde: x,=1, x, =€
ii) f'(x) = NE Inx(Inx+2)=NE
f'(x) existe para todo x € Dom f
Tenemos dos valores criticos: x,=1; x, =€
Con x, =1: f(1) = (1)In*(1)
f1)=0
(L,0) Punto critico
Con x, =€7: fle?)=(e?)In*(e?)
f(e?)=4e™
(e?,4e7?) Punto critico
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Llevamos los valores criticos a la recta real y analizamos los signos de
f'(x) en cada uno de los intervalos formados.

Signos de f'(x) Negativo Positivo
X -2 1 e

Al pasar por x, =1 la funciéon pasa de decreciente a creciente, luego en

x, =1 tenemos un minimo relativo.

f.=f1)=0 Minimo relativo para f

min

-2

Notese que en x, = e~ no se presenta un extremo relativo.

Compararemos el extremo relativo f(1)=0 con los valores que adopta la

funcion en los extremos cerrados del intervalo f(e™) y f(e). El mayor valor

obtenido sera el maximo absoluto y el menor valor obtenido sera el minimo
absoluto.

x | f(x) | Conclusién
e? | 4e?

1 0 Minimo absoluto
e e Mdaximo absoluto
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Pregunta 3

En los siguientes ejercicios, determinar: dominio, intervalos de crecimiento y
decrecimiento, extremos relativos, intervalos de concavidad y puntos de
inflexion, y grafique.

In? x

a. f(x) = b. f(x)=x"e*
Resolucion
2
3a.  flx)= X
Dominio: Debido al logaritmo natural: x>0
Debido al denominador: x #0
Dom f: x €0, +o |

{ 2Inx (lj :|(X) —-1n® x(1)
X

(x)’

Primera derivada: f'(x)=

_2lnx-In’x

f'(x) &
Planteamos:
) £'(x)=0 21nx—21n2x20
X
Inx(2-1Inx)=0
Inx=0v Inx=2
De donde: x,=1, x,=¢€"
i) f'(x) = NE 2Inx-In'x _ \p
X
x> =0
x=0 x=0 ¢ Dom f
Tenemos dos valores criticos: x, =1, x, =€’
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Con x,=1: f(1)=

f(1)=0

(1,0) Punto critico

2 2
Con x, =€”: f(e’)= In (26 )
(e”)
f(e’)=4e™
(e?,4e7) Punto critico

Llevamos estos valores criticos a la recta real y analizamos los signos de
f'(x) en cada uno de los intervalos formados.

Signos de f' (X) Negativo Positivo Negativo
X 0 1 e? + o0
Intervalo de crecimiento: 1L,e*|
Intervalos de decrecimiento: 10,1[ U ]€*,+ o]

Al pasar por x, =1 la funcion pasa de decreciente a creciente, luego en x, =1

tenemos un minimo relativo.
f .. =1(1)=0 Minimo relativo para f

Al pasar por X, =€’ la funcién pasa de creciente a decreciente, luego en

x, =€’ tenemos un maximo relativo.

f . =f(’)=4e®  Madximo relativo para f

max

[2 1 21n x[ln(x2 )-(21nx - In” x)(2x)
X X

X4

Segunda derivada: f"(x)=

2In°*x-6Ilnx +2
X3

f(x) =
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Planteamos:

2In°’x-6lnx+2

i) f'(x)=0 = 0
Inx=04v Inx=2.6
De donde: x, =e°*, x, =€*°
2 —
) ' (x) = NE 41n° x ?lnx+2:NE
X
x°=0
x=0 x=0 ¢ Dom f
' A 1n2(eo.4)
Con x, =e’*: f(e°4):W
f(e®*)=0.2¢°*
A A 1n2(e2.6)
Con x, =€e*°: f(e”):w
f(e**) = 6.8

Llevamos x, y x, a la recta real y analizamos los signos de f''(x) en

cada uno de los intervalos formados.

Signos "' (x) Positivo Negativo Positivo

X 0 0.4 2.6 + ®

Intervalo de concavidad hacia arriba: ]0,e°*[ U ]€*°,+ o]
Intervalos de concavidad hacia abajo: ]e ",e™

Al pasar por x, =e’* la grafica de la funcién cambia de concavidad,

luego en x, =e®* tenemos un punto de inflexion.
0.4 0.4 ) ..
(e”",0.2e™") Punto de inflexion

Al pasar por x, =e€*° la grafica de la funcién cambia de concavidad,

luego en x, =€*° tenemos otro punto de inflexion.

(e*°,6.8e7°) Punto de inflexién
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Adicionalmente analizaremos las asintotas de la funcion: f(x)=—;
X

Inx

Asintota vertical: En x=0 lim f(x) = lim IHQX = 9
x—0" x-0" X O
Aplicando la regla de L'Hopital:
)
lim f(x) = lim ~>
x—0" x—0" (2X)
lim f(x) = lim = 400

x—0" x->0" 2xX 2

En x =0 (eje Y) tenemos una asintota vertical.

L = lim f(x) = lim —;

X—>+0 X400 X

Asintota horizontal (derecha):

Aplicando la regla de L"Hopital:

Inx oo

0

En y =0 (eje X) tenemos una asintota horizontal derecha.

El siguiente cuadro resume la informacion obtenida:

Concava

Intervalo Crece | Decrece Cg)ncavg . . Punto/Recta Observacion
hacia arriba | hacia abajo
Asintota
v v =
] 0,1 [ x=0 vertical
0.4 v v Minimo
] Le [ (1,0) relativo
]60‘4, 2 [ v v (60'4, 0.2670'4) Punto. fle
inflexion
_ Maxi
]62,62‘6[ v v (62,462) aximo
relativo
(626, 6.8 e—2.6) }_"‘uﬁ’lto. fie
]626 +oo[ v v inflexion
’ y = 0 Asintota
Horizontal
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Inx
X2

A partir del cuadro anterior podemos dibujar la grafica de f(x)=
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3b. f(x)=x’e€"

Dominio: La funcion esta definida para todos los reales

Dom f: X € | -o0, +o0 |
Primera derivada: f'(x)= (2x)e* + x° (e*)

f'(x) = e*(2x + x°)

Planteamos:
i f'(x)=0 e*(2x+x%)=0
xX(x+2)e* =0
Dado que e* =0
X(x+2)=0
De donde: x, =0, x, =-2
ii) f'(x)=NE e*(2x +x*)=NE
e*(2x + x”) existe para todo x € R.
Tenemos dos valores criticos: x, =0, x,=-2

Con x, =0: f(0)=(0)’¢€°
£(0)=0
(0,0) Punto critico
Con x, =-2:f(-2)=(-2)* e
f(-2) = 4~

(-2,0.5) Punto critico

Llevamos estos valores criticos a la recta real y analizamos los signos de
f'(x) en cada uno de los intervalos formados.
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Signos de ' (x) Positivo Negativo Positivo

X — a0 ) 0 + o0
Intervalo de crecimiento: |=0,-2[ U ]0,+ o]
Intervalos de decrecimiento: 1-2,0]

Al pasar por x, =-2 la funcion pasa de creciente a decreciente, luego

en x, = -2 tenemos un maximo relativo.
f .. =1-2)=0.5 Mdximo relativo para f

Al pasar por x, =0 la funcion pasa de decreciente a creciente, luego en

x, =0 tenemos un minimo relativo.
f .. =f(0) =0 Minimo relativo para f

Segunda derivada: f''(x)=(e*)(2x + x*)+€*(2 + 2x)

fr'(x)=e* (x* +4x+2)

Planteamos:
i f'"(x)=0 e’ (x*+4x+2)=0
Dado que e* # 0
x*+4x+2=0
De donde: x,=-3.4, x, =-0.6
ii) "' (x)=NE e* (x> +4x+2)=NE
e* (x> +4x + 2) existe para todo x € R.
Con x, =-3.4: f(-3.4)=(-3.4)* e**
f(-3.4)=0.4
Con x, =-0.6: f(-0.6) = (-0.6)* e °
f(-0.6)=0.2

www.grupolamatriz.com



Llevamos x, y X, a la recta real y analizamos los signos de f''(x) en

cada uno de los intervalos formados.

Signos f" (X) Positivo Negativo Positivo
X —®© -3.4 -0.6 + 0
Intervalo de concavidad hacia arriba: ]|-00,-3.4[ U |-0.6+ o]
Intervalos de concavidad hacia abajo: |-3.4,-0.6]

Al pasar por x, =-3.4 la grafica de la funciéon cambia de concavidad,

luego en x, = -3.4 tenemos un punto de inflexion.
(-3.4,0.4)  Punto de inflexion

Al pasar por x, =-0.6 la grafica de la funcion cambia de concavidad,

luego en x, = -0.6 tenemos otro punto de inflexion.
(—0.6,0.2) Punto de inflexién
Adicionalmente analizaremos las asintotas de la funcion: f(x)=x’e*
Asintota vertical: La curva no presenta asintota vertical.
Asintota horizontal (derecha):

L = lim f(x) = lim x* * = 0.0 =

X—>+00 X—>+00
La curva no presenta asintota horizontal.

Asintota horizontal (izquierda):

L = lim f(x) = lim x* €* = 0.0

X—>—0 X—>—00

Debemos levantar la indeterminaciéon. Para ello

reescribimos la funcion f(x)=x’e* como f(x)= y
e
analizamos el limite.

2

L = lim f(x) = lim = = 2
X—>—0 X0 @ 0
Aplicando la regla de L'Hopital:
L = lim f(x) = lim — Clim X -2
X o e (=1) xo e 0
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Nuevamente, aplicamos la regla de L "Hopital:

L = lim f(x) = lim

X—>—0

X—>—0 e_x (_ ]_)

El siguiente cuadro resume la informacion obtenida:

En y =0 (eje X) tenemos una asintota horizontal izquierda.

Intervalo Crece | Decrece ancavg Co.ncava. Punto/Recta | Observaciéon
hacia arriba hacia abajo
Asintota
— — v v =
] ©,- 3.4 [ y=0 horizontal
]—3.4,—2[ v v (-3.4,0.4) Punto de
inflexién
Maximo
-2 _ v v - .
] 2,-0.6 [ (-2,0.5) relativo
]—0.6,0 [ v v (-0.6,0.2) Punto de
inflexiéon
Minimo
] 0,+00 [ Y Y (0,0) relativo
3__
2__
1__
| | | | | | |
I I I I I I I
=5 -4 -3 -2 -1 1 2
e
2+
31
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