INTEGRALES IMPROPIAS

Pregunta 1

Calcular, si existen, las siguientes integrales impropias:

a. J-isdx b. I 23 dx C. IXQ e *dx
b:¢ xX“ -9
1 5 (0]
Resolucion
la. Tenemos: I= Ix‘3dx

1

I-= gm{jx*dx] o (@)

1

Resolveremos la integral por separado, una vez evaluada y simplificada
la reemplazamos en la expresion (o) y resolvemos el limite.

b 72b

I =IX_3dX =2
-2

1

Evaluando:

1:(- 1}__ 1 )_1 1
! 2b? 21)*) 2 2b?

Reemplazando en (o):

Llevando al limite: I =; Respuesta

Observacion para resolver el siguiente ejercicio debera tener en cuenta las
siguientes propiedades:

Propiedad 1: Propiedad distributiva con respecto a la suma (resta).

El limite de la suma (resta) de funciones es igual a la suma (resta)
de los limites de las funciones.

Lim]f(x)  g(x)] = Lim{f(x) [+ lim|g(x)]

www.grupolamatriz.com



Propiedad 2: Limite de una constante.

El limite de una constante es la misma constante.

limk]=k  k: constante

X—a

lim[k f(x)] = k lim|[f(x)] k: constante

Propiedad 3: Limite de un logaritmo.

1b.

El limite de un logaritmo de una funcién es igual al logaritmo del
limite de dicha funcion.

lim[ln f(x)] = Inlim{f(x})

Tenemos: I= J

f 3
I:%LIEO|::!:X2_9dXi| oo ()

Resolveremos la integral por separado, una vez evaluada y simplificada
la reemplazamos en la expresion (o) y resolvemos el limite.

x-3
xX+3

b

b b
=2 k=3[ dx=3(11n
57077 g 23)

5

Evaluando:
I, = llnb_3 - 11n5—3
2 |b+3 2 15+3

1 (b—?)j 1, 1
I, ==In -—=ln—
2" (b+3) 2 4

Reemplazando en (a):

I=1lim lln(b_Sj—llnl
ol 2 \b+3) 2 4

Aplicando la propiedad 1:

[=lim l1n b-3 — lim l1nl
ol 2 (b+3)| %2 4

|
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Aplicando la propiedad 2:

Aplicando la propiedad 3:

1=1in lim(b_sj Lt . (B)
2 |»=\b+3)] 2 4

Resolveremos el limite por separado:

L =1lim b-3 Forma indeterminada: had
b+ b + 3 0

Aplicamos la regla de L’'Hopital:

i b-3) . 1

L =1im =lim—
b+ (b + 3)' b+ |

=1

Reemplazamos en (B):

Izllnl—llnl
2 2 4

1. 1
[=-=Iln— Respuesta
2 4

+00

lc. Tenemos: I= sz e dx
0

b

_ 13 2 . -x

I—%Lrg{jx e dx} oo ()
0

Resolveremos la integral por separado, una vez evaluada y simplificada
la reemplazamos en la expresion (o) y resolvemos el limite.

b
I, = IXQ e ™ dx
0

Aplicamos integracion por partes:
u=x"> diferenciamos: du = 2xdx

dv=e*dx integramos: V=—e
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En la formula de integracion por partes:

I = (x*)(-e ™)~ [ (-e™)(2xdx)

b
0

b

[ =—x%e ™+ 2j.xe’xdx

1

0

Aplicando, nuevamente, integracion por partes para resolver la
ultima integral obtenemos:

[, =-x%" +2(—xe’x —e™ ) ‘Z
[[=-e™ (X2 +2x+2) ‘z
Evaluando:

I =[-e®(®>+2b+2)|-[-e°(0) +20)+2)]

b? +2b+2

eb

I, =2-

Reemplazando en (o):

2
Izﬁm{z_bﬂm}

b+ b

e

Aplicando la propiedad distributiva y de la constante, tenemos:

[=2-1im

b+ b

b? +2b+2
e

L. . 0 .
Encontramos un limite del tipo —, por lo que aplicaremos la regla de
o0

L’Hopital:

I=2—lim[

b+

2b+2}

Nuevamente tenemos la F.I. , por lo que:
o0

[=2-1lim {Qb}
boto| @

Llevando al limite: I=2 Respuesta
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Pregunta 2

Calcular el valor de “a” (a>0) tal que la integral impropia:

Resolucion

Ot &

e ¥dx =0.25

Tenemos: J‘e’a" dx =0.25
0

b

tEim e ™dx=0.25 ... (o)
0

Resolvemos la integral por separado:

b
I:je’a"dx
0
b
Izie'a"
1 ~a(b) 1 -a(0)
Evaluando: I= e —| —e
—-a —-a
I:l_le—ab
a a

Reemplazando en (a):

lim{1 —le'ab} =0.25

b+ a a

Llevando al limite:

1—l(O):O.QS
a a
i_1
a 4
a=4
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Pregunta 3

+00

Si se sabe que: J dx o= L , hallar el valor de “k”.
: (x+1) 8

Resolucion

Tenemos: dix l

Jx+1)* 8

b

dx _1

lim | ———=
b+ (X + 1) 8
0
Resolvemos la integral por separado:

b
I:J.(x+l)’kdx
0

T —k+1 o

-k |,
Evaluando: I= [(b +1) J _ ( (1) ]
(1-k) (1-Kk)

(- (b+ 1) 1

(1-k) (I1-k)

Reemplazando en (a):

. {(b +1)7 1 } 1
lim - ==
1-k) (1-k)| 8

b—+w0

Llevando al limite:

0 1 1

1-k) (-k 8

o1 1

1-k) 8
~(1-k)=8
k=9
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Observacion:

-k+1
Analizaremos la igualdad: lim (br)™ 1 = 1 .. (0
bol (1 -k) l1-k)| 8

-k+1
Aplicando la propiedad distributiva, el limite L =lim brh)™ 1 se
bl (1-k) (1-k)

puede reescribir como:
-k+1

L =lim b+ lim 1

b+ (]_ _ k) b+ (1 — k)

es constante, podemos reescribir:

Y dado que i L

. ] 1
L=(1_k)g%[(b+1) ](1—1{) .. (ID)

Centremos nuestra atencion en el limite incluido en la expresion (II):

L, = lim[b+1)™"]

Dado que no conocemos el valor de “k”, tenemos tres posibilidades:

1. -k+1>0

2. -k+1=0

3. - k+1<0
lercaso:  Si -k+1>0, el exponente de (b+1)™" sera positivo.
Luego el limite: L, :%im[(b+1)’k“] resultaria (o+1)™", es

decir “infinito elevado a un numero positivo” lo que tiende
a +ow.

En este caso, si -k+1>0, tendriamos que

lim[(b+1)’k”]:+oo lo que llevado a la expresion (I

b+

resultaria:

[+ o]

L=—— ————— =+©
1-k) 1-k)

El resultado seria +« y no :3 como se indica en (I). Por lo

que concluimos que no es posible este caso.
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2do caso:

3er caso:

)—k+1

Si —k+1=0, el exponente de (b+1 sera cero. Luego el

limite: L, = %im[(b + 1)‘1“1] resultaria (0+1)°, es decir

“infinito a la cero” lo que corresponde a una forma
indeterminada no estudiada en el curso.

Concluimos que no es posible este caso.

Sin embargo, si —k+1=0 tenemos que k =1, por lo que la
condicién original estaria dada por:

't dx 1

x+1 8
0

Lo que después de resolver la integral y evaluarla nos
llevaria a la siguiente igualdad:

. 1
%erolo[ln(b +1)-In1]= 3

. 1
%Lrﬂo[ln(b +1)]= 3

Que resultaria una contradiccion ya que el limite

—>+0

%im[ln(b +1)] tiende a +w, que es diferente a ;

Concluimos que no es posible este caso.

Si -k+1<0, el exponente de (b+1)™" sera negativo.

Luego el limite: L, = %im[(b"'l)fk“] resultaria (oo+1)’k“, es

decir “infinito elevado a un ntimero negativo” lo que tiende
a 0.

En este caso, si -k+1<0, tendriamos  que
lim[(b+1)‘k“]=0 lo que llevado a la expresion (II)

b+

resultaria:
L 1 [0]- 11
(1-k) (1-k) (1-k)
. 1 . . 1
El resultado seria _W que deberia ser igual a 3 como

se indica en (I). Es de esta forma como se llegd a la
respuesta del ejercicio.
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